Gewohnliche Differentialgleichungen

Eine gewohnliche Differentialgleichung der Ordnung k > 1 hat die
Form

(%) F(:U, y(z),y' (z),. .. ,y(k’)(x)) =)
mit gegebener Funktion F : I x RF1 — R, hierbei bezeichnet

I C R ein offenes Intervall.

Es handelt sich also  um eine Relation zwischen
z,y(2),y (z),...,y"(2) auf I.

gesucht : eine k-mal diff 'bare Funkt:lon y: I — R, so dass (%)
gilt fiir alle x € I.

Beispiele :
(i) y(z) = e erfiillt ¢/ (z) = y(z), dh. mit F(z,o,8) =8 — «
gilt: F(:z:,y(a:),y’(x)) = 0.

(ii) Die Funktion y(x) = sinx, bzw. y(z) = cosz erfiillen y"(x) =
—y(z) auf R

hier: Fl(z,u,v,w) = w+u = F(a:,y(a:),y’(a;),y”(x)) = (.
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In diesen Beispielen héngt F' nicht von x ab — autonome
Differentialgleichung.

Bemerkungen :

1) Sind F = (FY...,F™), y = (y%,...,y") vektorwertig, so
heifit (x)

ein System gewohnlicher Differentialgleichung der Ord-
nung k.

Beispiel :

y(m) = (sinz,cosx) 1ost das Gleichungssystem
{ vi(z) = yalz),
o(z) = ‘"yl( )
Wie sieht F' hier aus ?

2) Was bedeutet gewohnliche Differentialgleichung ?

y = y(z) h dngt nur von einer reellen Variablen ab, im Un-
terschied dazu :

partielle Differentialgleichungen sind Relationen, die zwi-
schen einer Funktion

u(:cl, ..., Zy) und ihren partiellen Ableitungen’ bestehen, z.B.
- 0 =~ &

z a—Q:Ooderav-Z 5 =0 firv=0(t,21,...,7)
o i=1 i

Theorie dazu ist viel komplizierter — Hauptstudium !
3) gewdhnliche Differentialgleichungen beschreiben :

e Bewegungsgleichungen in der Physik
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e Reaktionsvorgéinge in der Chemie

e Lvolutionsmodelle in der Biologie

y(t) = Anzahl der Mitglieder in einer Population zur Zeit
t; |
y/'(t) = Anderungsrate
Literatur : Braun, Differential Equations and their Appli-
cations, Springer

4) kann man (*) nach der hochsten Ableitung auflésen, also die

Form

(xx) y®(z) = f(z,y(2), 9 (z),...,y* V() z € I, errei-
chen, *

so spricht man von einer expliziten Differentialgleichung
kT Ordnung

Explizite Gleichungen und Systeme 1*€T Ordnung

betrachte ¢/ (z) = f(z,y(x)), = € I.(f gegeben)

uninteressanter Fall : - h £

Mnic
/
f h'angtmd.h. \
Y(z) = flz), x € I =27 y(z) = c+ [ f(t)dt, falls f
stetig. )
Hier gilt : ¢ € R, z, € I beliebig.

Man sieht direkt :

Ist x, € I gegeben und sucht man eine Losung y, die zur
Zeit z, den Wert n annimmt, so gibt es nur genau eine
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Losung.

Allgemeines vorweg :

e Differentialgleichungen miissen keine Lésungen haben!

(y(z) —2)*+ (Y (2)? =0 = { Z/((ZI;)) i g und

e Differentialgleichungen kénnen viele Losungen haben!

Beispiel :
fl@y) = Vv (z,y) €R
y(x) = flz,y(@))

Losung :
po(x) = 0
oder V,(z) = 5(z—a) a€R,
( \Pb($> T < b
oder Uy () = < 0 b<z<e b<c
\ \PC(CU),\,Z' Z c
speziell :

0o, Vo, Uy (b < 0 < ¢) erfiillen alle das Anfangswertproblem

y'(x) = /y(z)? mit |y(0) =0

unser Ziel :

Bedingungen an f(z,y), die die Existenz von Losungen zu

y'(z) = f(x,a(x)) garantieren.



!
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Definition 22.1 :

Set G C RxR" offen und f : G — R"™. Wir schreiben
(z,y) = (2,91, -..,yn) fiir die Variablen von f.

i) [ heifit (partiell) Lipschitz stetig bzgl. der y-
Variablen

= IL20:|fa,y)—f@p)| <Lly-g fr
alle (z,9), (2,7) € G |

i) f heifst lokal Lipschitz bzgl. y (genauer : “lokal
partiell”...)

V (zs,Ys) € G 3 Umgebung U von (., y,) in G und
L >0 mat

Fla,y)= F(.9)| < Lly—3] fiir alle (e, ), (2,7) €
[ _
Bemerkungen :

1) ii) ist offenbar Abschwichung von i)

2) G =R xR, f(z,y) = J/y? geniigt in keiner Umgebung von
(a,0), a € R beliebig, einer lokalen Lipschitz Bedingung (denn

t > V/t2 ist nicht Lipschitz bei 0)
3) Wie prift man die Bedingungen?

Finde Schranken auf %,i =1 ...,nm.

7

Satz 22.1 : (Findeutigkeit)
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f:G—=R" GCR xR" offen, sei stetig und geniige
in G einer lokalen Lipschitz
Bedingung bzgl. y. Seien ¢, V : I — R" zwei Losungen
von y'(z) = f(z,y(z)) auf
dem Intervall I (mit (t, (1)), (t,¥(t)) € G).

Gibt es dann ein x, € I mit p(x,) = V(xz,), so folgt
0 =V auf ganz I.

Beweils :

1. Schritt :

Behauptung :

Ist a € I ein beliebiger Punkt mit p(a) = ¥(a),
so gibt es mindestens ein € > 0 mit ¢ = ¥ fiir
r€l|lr—a| <e (= ¢ =V auf Ungebung

von T, N 1)
Beweis :
Schreibe
w@%%W@:1/(¢@w@%w)ﬁ;{/(ﬂﬁw@»—ﬂLW@»)ﬁ.

Zu (a,¢(a)) = (a,¥(a)) € G existiert Umgebung
U C Gund L > 0 mit

Fy) = fa9)| < L |y —g] fir (@.y), @) €U




|
|
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o,V stetigina = 46 > 0 (6 > 0 so, dass

(t,0(t), (t,¥(t)) € U) mit
St p)-F(10()] < Lf(t)

Also :

()

<L‘/\gp

OE gt L >0und L-9§ < % (sonst verkleinere

5).

SeiJ:=IN[a—2%a+3

—

bilde links max
=l

—

p(z) = W(z)]

M
M

<

<

—\If(t)l.ﬁir allet € I, |t—a| < §

,x€l, |[x—a| <§

L pudlely) - Ho)l

furallex € J
L-6-M S%M
0,

dh. ¢ = U auf J. Mit & = /2 folgt die Behand-

lung.

2. Schritt :

Behauptung :

px)=V(x) Vael, x>z

Beweis :

no :=sup{n € I: p =V auf [z,,n]};
ist Mo = oo oder rechter Endpunkt von I = Be-

hauptung,



22. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

falls nicht =36 > 0 mit [n,,n, + 9] C I

Def. von 7,, Stetigkeit von o,V = ©(n,) =
U (1o);

Schritt 1

de > 0mit ¢ = U auf [0, 1, + €], Wider-
spruch zur Def. von ns.

3. Schritt :

Behauptung :

() ="Y(z) Vx e I, 2<%
Beweis :

analog zu Schritt 2

Beispiel :

G = R xR, f(z,y) = xy? erfiillt iiberall eine lokale
Lipschitz Bedingung bzgl. v, ist aﬂerdings nicht auf ganz
(G Lipschitz bzgl. v.

Wir zeigen jetzt : | lokale Lipschitz Stetigkeit von f bzgl. y

—> lokale Existenz von Losungen.

Als Hilfsmittel braucht man

Fixpunktsatz von Banach : (— Ubung)

Sei (X, d) vollstidndiger metrischer Raum und die Abb.
F: A — Aerfiille

10
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d(F(a:),F(y)> < O d(z,y) fir alle z, y € A mit
0 <1

Ist A abgeschlossen, so hat F' genau einen Fixpunkt
z*, d.h. F(z*) = z*.

Fir jeden Startwerte a € A konvergiert dann die rekursiv
definierte Folge

Lo =0Q, Tpy1 = F(CBn)

gegen x*.
Beweis :

Man rechne nach, dass {z,} eine Cauchy Folge ist.

Satz 22.2 : (Existenzsatz von Picard-Lindelsf )

Set G C R x R" offen, f : G — R" se; stetig und
gentge emner lokalen Lipschitz-Bedingung bzgl. y auf
G. Dann gibt es zu jedem (a,n) € G eine > 0 und eine
Cl-Funktion U : [a — €,a + €] — R® mit

Ula) = n (Anfangsbedingang)
V(z) = f(=z,7,(z)) auf [a —¢,a +¢€].

11
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Bemerkungen zum Satz von Picard-Lindeldf :

1) Satz 22.1 = Eindeutigkeit

2) man spricht von einem lokalen Existenzsatz, da ¥ und U nur
auf einem sehr kleinen Intervall um a existiert.

3) Moglicherweise existiert die im Satz gewonnene Lésung aber
auch auf einem groferen Intervall als [a — £, a + ¢]. ‘
Anders als bei linearen Problemen kann man bei nichtlinea-
ren Problemen i.a. keine Existenz fiir alle Zeiten erwarten!
(vgl. Zusatz zu Satz 22.2).

Beispiel :
y'(z) =1+ 9y°(t), y(0) =0, = E‘(——%, £)
wird eindeutig gelost von y(x) = tan x, wobei der De-

finitionsbereich dieser Losung nicht vergrofiert werden
kann!

4) Eine Funktion ¥ : I — R” héiﬁt maximale Loésung des
AWP’s
U(z) = flz,V(x)), V(a)=n, €1,
wenn es keine Losung ¢ : J — R” gibt, die auf einem Intervall
J 2 I erklért ist. |

Man kann zeigen :

Unter den Voraussetzungen von Satz 22.2 ldsst sich die
lokale Losung W zu einer maximalen Losung fortsetzen.
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Spezialfall :

Sei f : R X R" — R” stetig mit einer lokalen Lip-
schitz Bedingung bzgl. y € R" und ¥ : I — R" die
maximale Losung des AWP’s

V(z) = f(z, U(z)), Ula) = n.

Seien o < B die Grenzen von I. Dann gilt :

i) a=—00 oder ‘
i) la > —o0] : In diesem Fall ist 1931& \If(x)| = 00
i) oder
iv) |8 < oof: In diesem Fall ist Hrﬁl |\If(x)} = 0.

5) Falls f nur stetig ist, kann man noch lokale Existenz beweisen,
hat aber keine Eindeutigkeit. (Satz von Peano)

6) Man kann die GroBe von e genau ausrechnen. Das ergibt unter
Umsténden globale Existenzsétze. (vgl. Zusatz zu Satz 22.2)

Bewels :

Wir beginnen mit einer Umformuherung des Problems
Sei I C R ein Interfall mita € I,p: I — R™.
Dann gilt : \

e |
{ oA ! } “Anfangswertproblem”
o'(x) = flz, @), z€l |

S p(z) = n+ [ fit,e(t) dt, @ € T “Integralgloichung

— T(p) = (%) “Fixpunktproblem”




